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Abstract

We derive the consequences of the Myhrer-Thomas explanation of the proton spin problem for

the distribution of orbital angular momentum on the valence and sea quarks. After QCD evolution

these results are found to be in very good agreement with both recent lattice QCD calculations

and the experimental constraints from Hermes and JLab.
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Nucleon Spin in the Context of QCD

- Basic gauge invariant operators -

. . . derived from angular momentum tensor M
λµν

= x
µ
T

λν
− x

ν
T

λµ

Quark spin: !Sq =
1

2

∫
d3x ψ̄q(x)!γ γ5 ψq(x)

Quark orbital angular momentum: !Lq =

∫
d3x ψ†

q
(x) (!x × i !D) ψq(x)

Gluon angular momentum: !Jg =

∫
d
3
x (!x × ( !E × !B))

!J = !Jq + !Jg = !Sq + !Lq + !Jg

Nucleon Spin Sum:

=
1

2
∆Σ(µ) + Lq(µ) + Jg(µ)

1

2
= 〈P ↑ |J3|P ↑〉 = 〈P ↑ |Sq

,3
+ Lq

,3
+ Jg

,3
|P ↑〉

total:



{{

Gluon contribution to Nucleon Spin

Gauge dependent decomposition: !Jg = !Lg + !G

!Lg =

∫
d3x [Ea

i (!x × !∇)Aa

i − g(!x × !Aa) ψ†λa

2
ψ]

!G =

∫
d
3
x ( !E

a
× !A

a)

light-cone gauge 
(A+ = 0)

∆G = 〈P ↑ |G3|P ↑〉 ↔

∫ 1

0

dx ∆g(x, Q2)

Lg = 〈P ↑ |Lg,3
|P ↑〉

Matrix elements:

Spin sum rule:
1

2
=

1

2
∆Σ(µ) + Lq(µ) + ∆G(µ) + Lg(µ)

gauge invariant gauge dependent



Nucleon Spin:  Empirical Facts

... from polarized DIS, inclusive and semi-inclusive:

∆Σ(5GeV
2) = 0.33 (± 20 %)

( HERMES PRD 75 (2007) 012007   and  COMPASS PLB 647 (2007) 8 )

∆Σu = ∆u + ∆ū = 0.84 (± 3 %)

∆Σd = ∆d + ∆d̄ = −0.43 (± 5 %)

∆Σs = ∆s + ∆s̄ = −0.08 (± 35 %)
{

... from DVCS: ( JLAB PRL 99 (2007) 242501   and  HERMES JHEP 0806:066 (2008) )

Jd

JdJu

Ju



Nucleon Spin:  Lattice QCD

Recent results from LHPC arXiv:1001.3620 (MS @ 4GeV
2)

Chiral extrapolation: covariant heavy-baryon ChPT

Ju

Jd

Ju+d = 0.238 ± 0.008 (! 48% of 1/2)
Ju = 0.236(6)

Jd = 0.002(4)}



Nucleon Spin:  Lattice QCD (contd.)

Recent results from LHPC     arXiv:1001.3620,  PRD 77 (2008) 094502 

chiral extrapolations: 
heavy-baryon ChPT

1

2
∆Σu+d

Lu+d

(MS @ 4GeV
2)

HERMES 07

∆Σu+d

2
= 0.21 ± 0.01 Lu+d = 0.03 ± 0.01 !

small orbital angular momentum contribution 
seems not compatible with phenomenology / relativistic quark models



Nucleon Spin:  Lattice QCD (contd.)

Recent results from LHPC     arXiv:1001.3620,  PRD 77 (2008) 094502 

Separate contributions from u- and d-quarks:

1

2
∆Σu

1

2
∆Σd

Ld

Lu

Ld ! −Lu = 0.20 ± 0.04

1

2
∆Σu = 0.41 ± 0.03

(MS @ 4GeV
2)

1

2
∆Σd = −0.20 ± 0.03

HERMES 07

HERMES 07



successively added 
contributions from 

valence quarks
+

one-gluon exchange 
+

pion cloud effects

TABLE I: Distribution of the fraction of the spin of the nucleon as spin and orbital angular

momentum of its constituent quarks at the model (low energy) scale. Successive lines down the

table show the result of adding a new effect to all the preceding effects. (Note that for all terms

the contributions of both quarks and anti-quarks of a given flavor are included.)

Lu Ld Σ

Non-relativistic 0 0 100

Relativistic 0.46 -0.11 0.65

OGE 0.67 -0.16 0.49

Pion cloud 0.64 -0.03 0.39

resides predominantly as orbital angular momentum of the u (and ū) quarks. In contrast,

the d (and d̄) quarks carry essentially no orbital angular momentum. The total angular

momentum is shared between the u (and ū) quarks, Ju, and the d (and d̄) quarks, Jd, in the

ratio Ju : Jd = 0.74 : −0.24. (Note that there are no strange quarks in the Myhrer-Thomas

calculation, so Σ in Table 1 is ∆u + ∆d. Combining this with g3
A ≡ ∆u − ∆d = 1.27 yields

these values. A more sophisticated treatment, including the KN Fock component of the

proton wavefunction [23], would lead to a very small non-zero value of ∆s [24].)

At first appearance, these results seem to disagree with the first indications from lattice

QCD [25, 26], which suggest that Ld tends to be positive, while Lu is negative. One should

observe that these calculations were performed at fairly large quark mass and omit discon-

nected terms, which may carry significant orbital angular momentum [27] and are certainly

needed to account for the U(1) axial anomaly. Nevertheless, the apparent discrepancy is of

concern.

At this point, we recall the crucial fact that neither the total, nor the orbital angular

momentum is renormalization group invariant (RGI) [28]. The lattice QCD values are

evaluated at a scale set by the lattice spacing, around 4 GeV2. On the other hand, we

have not identified the scale corresponding to the values derived in our chiral quark model.

Indeed, there is no unambiguous way to do so unless the model can be derived rigorously

from non-perturbative QCD.

This problem has been considered for more than 30 years [16], driven initially by the

4

Myhrer - Thomas  Scenario
( F. Myhrer and A.W. Thomas,  Phys. Lett. B 663 (2008) 302 )

Modelling the nucleon spin:
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FIG. 1: Evolution of the total angular momentum and the orbital angular momentum of the up

and down quarks in the proton - from top to bottom (at 4 GeV2): Ju (solid), Ld (smallest dashes),

Lu (largest dashes) and Jd (middle length dashes). In this case it is assumed that the gluons carry

no spin or orbital angular momentum at the model scale (0.4 GeV).
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FIG. 2: Evolution of the total angular momentum and the orbital angular momentum of the up

and down quarks in the proton - from top to bottom (at 4 GeV2): Ju (solid), Ld (smallest dashes),

Lu (largest dashes) and Jd (middle length dashes). In this case it is assumed that the gluons carry

0.1 units of angular momentum at the model scale (0.4 GeV).
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∆

1

Scale dependence:  QCD evolution

A.W. Thomas,  Phys. Rev. Lett. 101 (2008) 102003 

see also: 
semi-empirical analysis

M. Wakamatsu,  arXiv:0908.0972

Ju

Ld

Lu

Jd

Ld

Lu

2 2



QCD Evolution: NLO

singlet:

Evolution equations for Jq Jgand 

wobei verwendet wurde, dass normierte Zustände sowie unrenormierte Operatoren unabhängig
von der Renormierungsskala sind. Gleichung (4.0.4) kann geschrieben werden als

d

d ln µ2

〈P, s|Oαβ
S,j,R|P, s〉

〈P, s|P, s〉 = −1

2
γ̂n=2

S,ij

〈P, s|Oαβ
S,j,R|P, s〉

〈P, s|P, s〉 . (4.0.5)

Mit den Erkenntnissen aus Formel (4.0.1) lassen sich die folgenden Evolutionsgleichungen für
Jg(µ) und Jq(µ) aufstellen:

d

d ln µ2

(
Jq(µ2)
Jg(µ2)

)
= −1

2
γ̂n=2

S

(
Jq(µ2)
Jg(µ2)

)

= −1

2

αs

4π




64
9 −4

3nF

−64
9

4
3nF




(

Jq(µ2)
Jg(µ2)

)

−1

2

(αs

4π

)2




23488
243 − 832

81 nF −1222
81 nF

−23488
243 + 832

81 nF
1222
81 nF




(

Jq(µ2)
Jg(µ2)

)

(4.0.6)

für SU(3) Eichtheorien, das heißt C(G) = 3, C2(R) = 4
3 und T (R) = nF

2 , im MS(MS)-
Schema. Die Symmetrie γn=2

S,qq = −γn=2
S,gq und γn=2

S,qg = −γn=2
S,gg war zu erwarten, da die Summe

Jq(µ)+Jg(µ) erhalten ist und somit unabhängig von der Renormierungsskala sein muss. Analog
dazu erhalten wir die Non-Singulett-Evolutionsgleichungen für den Gesamtdrehimpuls von
Quarks:

d

d ln µ2
JNS

q (µ2) = −1

2

αs

4π

(8

3

)2

JNS
q (µ2) − 1

2

(αs

4π

)2(23488

243
− 512

81
nF

)
JNS

q (µ2). (4.0.7)
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non-singlet:

wobei verwendet wurde, dass normierte Zustände sowie unrenormierte Operatoren unabhängig
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QCD Evolution: NLO (contd.)

Evolution equations for and ∆Σ ∆G

singlet:

liefert, siehe [33]. Dies ist exakt der lokale Operator, den man unter Verwendung des Noether-
Theorems für den Operator der Gluonhelizität erwarten würde (vgl.[16]). Auf einen Unter-
schied sei jedoch hingewiesen. Die obige Betrachtung war in Lichtkegelkoordinaten im P∞-
Frame, weshalb der dazugehörige Drehimpulsdichtetensor M+12 anstatt M012 lautet.

Insgesamt stellen wir aus obiger Betrachtung fest, dass für die Größen ∆Σ und ∆G aus
der Spinsummenregel (3.3.28) die folgende Evolutionsgleichung in nächst-führender Ordnung
gilt:

d

d ln µ2

(
∆Σ(µ)
∆G(µ)

)
= −1

2

αs

4π




0 0

−8 −2β0




(

∆Σ(µ)
∆G(µ)

)

−1

2

(αs

4π

)2




16nF 0

−200 + 16
9 nF −2β1




(

∆Σ(µ)
∆G(µ)

)
.

(5.2.12)

Hier erhält ∆Σ eine Skalenabhängigkeit, da ∆Σ aufgrund der axialen Anomalie kein erhaltener
Strom ist. Verantwortlich ist hierfür die Dreiecksanomalie (siehe [55] und [23]).
Die Evolutionsgleichung für Non-Singulett-Kombinationen ∆ΣNS kann analog dazu angegeben
werden. Sie lautet

d

d ln µ
∆ΣNS = 0, (5.2.13)

was zu erwarten war, da die Lagrangedichte der masselosen QCD (2.1.1) invariant ist unter chi-
ralen SU(nF )L×SU(nF )R Transformationen, und daher der Non-Singulett-Axialvektorstrom

Aµ
i = ψ̄(x)γµγ5tiψ(x), (5.2.14)

aus dem die Ladungen ∆ΣNS konstruiert werden, erhalten ist. Mit ti wurden die Generatoren
der SU(nF )-Flavour-Symmetrie bezeichnet.
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non-singlet:
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der Spinsummenregel (3.3.28) die folgende Evolutionsgleichung in nächst-führender Ordnung
gilt:
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(5.2.12)

Hier erhält ∆Σ eine Skalenabhängigkeit, da ∆Σ aufgrund der axialen Anomalie kein erhaltener
Strom ist. Verantwortlich ist hierfür die Dreiecksanomalie (siehe [55] und [23]).
Die Evolutionsgleichung für Non-Singulett-Kombinationen ∆ΣNS kann analog dazu angegeben
werden. Sie lautet

d

d ln µ
∆ΣNS = 0, (5.2.13)

was zu erwarten war, da die Lagrangedichte der masselosen QCD (2.1.1) invariant ist unter chi-
ralen SU(nF )L×SU(nF )R Transformationen, und daher der Non-Singulett-Axialvektorstrom

Aµ
i = ψ̄(x)γµγ5tiψ(x), (5.2.14)

aus dem die Ladungen ∆ΣNS konstruiert werden, erhalten ist. Mit ti wurden die Generatoren
der SU(nF )-Flavour-Symmetrie bezeichnet.
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Abbildung 8.1: Evolution in NLO (die durchgezogenen Linien) und in LO (die gestrichelten Linien) für
1
2∆Σ, Lq und Jg mit den Startwerten bei µ2 = 4GeV2 aus Tabelle (8.1). In (a) sind die Ergebnisse des MIT-
Bag-Modells eingezeichnet und in (b) die des Cloudy-Bag-Modells für R = 1fm. In beiden Fällen sind diese
gekennzeichnet durch die Symbole ⊗, wobei die Farben wie in der Evolution zugeordnet sind.

Ordnung gegeben ist, jedoch in nächst-führender Ordnung die Evolution von ∆Σ einen deut-
lich höheren Wert für ∆Σ im Bereich der Modellskala erwarten lässt. Da die Non-Singulett-
Erwartungswerte im Cloudy-Bag-Modell denen des MIT-Bag-Modells entsprechen, liefern die-
se eine identische Übereinstimmung wie zuvor (vgl. Abb. 8.2). Zu berücksichtigen ist die Ra-
diusabhängigkeit der Singulett-Ergebnisse (vgl. hierzu Kapitel 8.1). Für die Modellresultate
wurde R = 1fm gewählt, was durch die Berechnungen in [36] motiviert ist. Für sehr große
unphysikalische Bag-Radien verbessert sich die Übereinstimmung der Singulett Erwartungs-
werte. Dies war zu erwarten, da für große Bag-Radien die Pionfelder abnehmen und das Modell
in das MIT-Bag-Modell übergeht.

Zuletzt untersuchen wir die Ergebnisse des MIT-Bag-Modells und des Cloudy-Bag-Modells
unter Berücksichtigung von Ein-Gluon-Austausch-Diagrammen. Da die Modellskala nicht ein-
deutig fixiert werden kann, sind die Modellresultate in Tabelle (8.2) und (8.3) zusammengefasst
und wurden nicht explizit in die Diagramme eingezeichnet. Dabei wurden die Kopplungskon-
stanten αs = 0.7, 1.2, 2.2 gewählt, wobei αs = 0.7 von [56] favorisiert wird, während in [40]
αs = 2.2 gewählt wurde. Festzustellen ist, dass auch hier die Modellskalen niedrig liegen
müssen µ2 ! 0.23GeV2. Andernfalls kann nicht näherungsweise eine Übereinstimmung der
Modellresultate für Lq und Jg mit den extrapolierten Gitterergebnissen erreicht werden.

Betrachten wir zuerst das MIT-Bag-Modell inklusive EGA-Korrekturen (Tabelle 8.2), stel-
len wir fest, dass die NLO-extrapolierten Gitterdaten für ausreichend niedrige Modellskalen nä-
herungsweise die Modellresultate liefern. Dies gilt für die Singulett sowie für die Non-Singulett-
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